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TD n◦2:

Les suites numériques

Exercice 1. En utilisant la dé�nition, montrer que

(1)

(
1

2n

)
n≥0

converge vers 0 (2) (ln(n2 + 1))n≥0 tend vers +∞

Exercice 2. Soit un réel α ∈]0, 1[ et une suite (un)n convergeant vers une limite l ∈ R.

(1) Montrer que si (εn)n est une suite convergeant vers 0 alors lim
n→+∞

n∑
k=0

αkεn−k = 0

(2) En déduire que lim
n→+∞

n∑
k=0

αkun−k =
l

1− α

Exercice 3. Soit u0 > 0 et (un) la suite dé�nie par : un+1 =

√√√√ n∑
k=0

uk

(1) Trouver une relation de récurrence simple entre un+1 et un.
(2) Montrer que la suite (un) est croissante.
(3) Montrer que la suite (un) diverge vers +∞.

Exercice 4. On se propose d'étudier la suite dé�nie par:

u0 = 2 et un+1 = 0.8un + 2, n ≥ 1

On considère la suite de terme général vn = un + c

(1) Trouver c ∈ R tel que la suite de terme général vn soit géométrique.
(2) Exprimer un en fonction de n et calculer sa limite.
(3) Calculer Tn = v0 + v1 + ..............+ vn et Sn = u0 + u1 + ........+ un en fonction de n .
(4) Calculer les limites des suites (Tn)n≥0 et (Sn)n≥0.

Exercice 5. Etudier les suites suivantes;

1. un =
2n+ (−1)n

5n+ (−1)n+1
2. un =

n!

nn
3. un =

E((n+ 1
2
)2)

E((n− 1
2
)2)

4. un = n
√

2 + (−1)n 5. un = sin(
2nπ

3
) 6. un = n cosn+ n2

7. un = (−1)n(
√
n+ 1−

√
n) 8. un =

E(nx)

x
, 9. un =

1

n2

n∑
k=1

E(kx)

Exercice 6. Soit (un)n∈N une suite réelle, on considère la suite (sn)n∈N∗ dé�nie par:

sn =
1

n

n−1∑
k=0

uk =
u0 + u1 + . . .+ un−1

n

(sn)n∈N∗ est appelée suite des sommes de césaro associée à (un)n∈N.
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(1) Montrer que si limun = l ∈ R , la suite (sn)n∈N∗ converge et a pour limite l. Ré-
ciproque ?

(2) Application: Soit (un) une suite de réels on suppose que (un+1 − un)−→ λ. Montrer

que (
un
n
) −→ λ.

Exercice 7. On se propose de démontrer que le nombre e est un nombre irrationnel. Pour
cela, on suppose que e est un nombre rationnel, c'est-à-dire qu'il existe des entiers p et q

premiers entre eux tels que e =
p

q
.

On considère les deux suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ dé�nies pour n ≥ 1, par

un = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

n!
et vn = un +

1

n!
.

(1) Montrer que (un) et (vn) sont strictement monotones.
(2) En déduire que les suites (un) et (vn) convergent vers la même limite.
(3) On admet que la limite commune de (un) et (vn) est le nombre réel e. Montrer que

q!uq < p× (q − 1)! < q!uq + 1

(4) En déduire que e n'est pas rationnel.

Exercice 8. On dé�nie par récurrence (un)n≥0 et (vn)n≥0 en posant: u0 = 3, v0 = 4, et si
n ≥ 0:

un+1 =
vn + un

2
, vn+1 =

un+1 + vn
2

(1) On pose wn = vn − un, ∀n ≥ 0. Montrer que (wn)n≥0 est une suite géométrique
positive et calculer sa limite.

(2) Démontrer que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

(3) On considère à présent la suite (tn)n dé�nie, pour tout n ∈ N, par: tn =
un + 2vn

3
.

Montrer que la suite (tn)n est constante. En déduire la limite des suites (un)n et
(vn)n.

Exercice 9.

(1) Soit (xn) une suite réelle telle que les suites extraites ( x2n ) et (x2n+1 ) tendent vers
la même limite l ∈ R. Montrer qu'il en est de même pour la suite( xn).

(2) Soit (xn) une suite réelle telle que les suites extraites ( x2n ) et (x2n+1 ) et ( x3n)
soient convergentes. Montrer que la suite( xn) est convergente.

Exercice 10. Soit (un) une suite pour laquelle il existe un nombre λ ∈ [0, 1[ , et un nombre
réel positive k tels que, pour tout entier n

|un+1 − un| ≤ kλn.

Montrer que la suite (un) converge.
Exercice 11. Soit (un)n la suite dé�nie par u0 = 2 et u. n+1 =

1
2
(un+

2
un
) pour tout entier n.

(1) Montrer que pour tout n on a : un > 0 et u2n > 2 .
(2) Montrer que (un)n converge et calculer sa limite.
(3) L'ensemble Q est-il complet? (on peut remarquer que la suite (un)n est à valeur dans

Q)


