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TD n°2:
Les suites numériques

Exercice 1. En utilisant la définition, montrer que

1

(1) (2—n> converge vers 0 (2) (In(n® + 1)),>0 tend vers + oo
n>0

Exercice 2. Soit un réel a €]0, 1] et une suite (u,), convergeant vers une limite [ € R.

n
(1) Montrer que si (£,,), est une suite convergeant vers 0 alors lim g aFe, =0
n—-+00
k=0

_ l
2) En dédui I by =
(2) En eulrequen_lgloo]ﬁz_oau i —

Exercice 3. Soit ug > 0 et (u,) la suite définie par : w, 1 =

(1) Trouver une relation de récurrence simple entre w, 1 et w,.
(2) Montrer que la suite (u,,) est croissante.
(3) Montrer que la suite (u,) diverge vers -+oo.

Exercice 4. On se propose d’étudier la suite définie par:
ug=2et uprqy =08u,+2, n>1

On considére la suite de terme général v, = u, + ¢

(1) Trouver ¢ € R tel que la suite de terme général v,, soit géométrique.

(2) Exprimer u,, en fonction de n et calculer sa limite.

(3) Calculer T,, = vg +v1 4 covveeenenne. + v, et S, = ug+ur A+ ........ -+ u, en fonction de n .
(4) Calculer les limites des suites (7,)n>0 €t (Sn)n>o0-

Exercice 5. Etudier les suites suivantes;

2 -1 ! E 1)2
gy = D" 2wy = 3.0, = 2t 5))
- (1) w B((n— )
2
4. u, = /24 (=1)» 5. Uy = Sin(%) 6. u, = ncosn + n?
n E(nx) 1 &

Exercice 6. Soit (u,),en une suite réelle, on considére la suite (s,)nen+ définie par:

n—1
1 U0+U1—|—...+un,1
Sn:—g U =
n n
k=0

(Sn)nen+ est appelée suite des sommes de césaro associée & (U )nen-
1



(1) Montrer que si limu,, = [ € R, la suite (s,)men+ converge et a pour limite [. Ré-
ciproque ?

(2) Application: Soit (u,) une suite de réels on suppose que (up+1 — u,)—> A. Montrer

— .
que(n)—>

Exercice 7. On se propose de démontrer que le nombre e est un nombre irrationnel. Pour
cela, on suppose que e est un nombre rationnel, c’est-a-dire qu’il existe des entiers p et ¢

. p
premiers entre eux tels que e = = .

q
On considére les deux suites (uy)nen+ €t (Up)nen définies pour n > 1, par
L1 Lo 1

(1) Montrer que (u,) et (v,) sont strictement monotones.
(2) En déduire que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite.
(3) On admet que la limite commune de (u,) et (v,) est le nombre réel e. Montrer que

qug <px(¢g—1! <qlu,+1

(4) En déduire que e n’est pas rationnel.

Exercice 8. On définie par récurrence (uy)n>0 €t (v,)n>0 €n posant: ug = 3, vy = 4, et si
n > 0:
o vn+un o un+1+vn
Upt1 = Ty Up41 = 9
(1) On pose w,, = v, — u,, ¥n > 0. Montrer que (w,),>o est une suite géométrique
positive et calculer sa limite.
(2) Démontrer que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire 7
Up + 20,

3
Montrer que la suite (¢,), est constante. En déduire la limite des suites (u,), et

(Vn)n-

Exercice 9.

(3) On considére a présent la suite (,), définie, pour tout n € N, par: ¢, =

(1) Soit (x,,) une suite réelle telle que les suites extraites ( za, ) et (22,41 ) tendent vers
la méme limite [ € R. Montrer qu’il en est de méme pour la suite( z,,).

(2) Soit (x,) une suite réelle telle que les suites extraites ( xa, ) et (22,41 ) et ( x3,)
soient convergentes. Montrer que la suite( x,,) est convergente.

Exercice 10. Soit (u,,) une suite pour laquelle il existe un nombre A € [0, 1], et un nombre
réel positive k tels que, pour tout entier n

[tnt1 — Up| < KN
Montrer que la suite (u,) converge.
Exercice 11. Soit (u,), la suite définie par up = 2 et u,, ; = 2 (u, + f—n) pour tout entier n.

(1) Montrer que pour tout n on a: u, > 0 et u? > 2.
(2) Montrer que (u,), converge et calculer sa limite.
(3) L’ensemble Q est-il complet? (on peut remarquer que la suite (uy,), est & valeur dans

Q)



